Test d’ammissione per lo stage di fisica SNS 2026

RAVASIO LUCA

5 dicembre 2025

Indice

{1 Soluzione al problema 1|
L1 Punti Te2:d . . . 0 o e e

[ Soluzione al problema 5|

NN

[ B TSN W w w W

N o ot O

Soluzione al problema §|

Soluzione al problema 9|

0.1 Punto 1. . .. ... o

12
12
13

14
14
15
16
19

19



Figura 1.1: Immagine del sistema

Soluzione al problema 1

Punti 1 e 2:

Il Re e la cassa non ruotano e non si muovono (siamo in un sistema statico). Se supponiamo che siano in gioco
solo la forza peso e la reazione vincolare data dall’asta cio implica che la reazione vincolare ¢ parallela alla forza
peso e di uguale intensita - ma di verso opposto. Inoltre, visto che il momento rispetto al baricentro di entrambi
¢ nullo (il Re e la cassa non ruotano) e la forza peso & applicata nel baricentro, segue che anche la reazione
vincolare ¢ applicata lungo una retta passante per il baricentro e parallela alla reazione vincolare stessa. La
reazione vincolare deve essere applicata nella superficie di contatto tra i due oggetti. Dunque possiamo dire che
la reazione vincolare e applicata nella proiezione ortogonale del baricentro sull’asta.

Da cio possiamo dedurre, per il principio di azione-reazione, la forza esercitata da ciascun oggetto sull’asta.

Siccome e stato detto che I’asta e in equilibrio, la somma dei momenti rispetto al suo fulcro ¢ nulla. E’ possibile
ignorare i momenti dovuti al peso di ciascun braccio perche, per motivi di simmetria, questi sono di uguale
intensita e direzione opposta. Da cio segue:

]§><M§’+5><m§’z0

Dove B ¢ il braccio della forza applicata dalla cassa e b & il braccio della forza applicata dal Re. B e b possono
essere calcolati considerando che le rispettive forze sono applicate nelle proiezioni del baricentro di ciascun
oggetto sull’asta, come detto in precedenza. Considerando che I'asta e orizzontale e le forze esercitate dai due
corpi sono verticali (per quanto detto prima), segue che:

L-1 hsin6
Mg(2)—mg<d—|— s;n )—O

Dove il cambiamento di segno del secondo addendo ¢ dovuto allo svolgimento del prodotto vettoriale. La
posizione della proiezione del baricentro del Re ¢ stata ottenuta sommando alla distanza fulcro-tallone ’ascissa
del suo baricentro. Da cui:

L-1\ hsin 6 25 (L—1)—d) (M 2d
M(2)—m(d+ ) >:> - =ginf = | = asin %(L—l)——

Da cui si ottiene 6 =~ 49.9°. Siccome abbiamo usato lo stesso angolo di figura il Re pende di 49.9° verso
destra.

Calcoliamo ora quanto dovrebbero essere lunghi i piedi del Re per riuscire a non cadere in quella posizione.
Siccome la condizione perche un oggetto pendente non cada € che la proiezione del baricentro sia nella base; la
dimensione dei piedi e:

PIEDONI = h/2sin 6 ~~ 66.9cm

Dove per sin 8 si ¢ usato il valore appena trovato.

Una misura di piedi assolutamente irragionevole. Segue che il Re ha adoperato qualche sotterfugio.



Soluzione al problema 2

Punto 1:
E’ ben noto che il rendimento di un ciclo di Carnot é: |1, cap. 26]
Ty,
=1-—— 2.1
e=1-7- (2.1)
da cio segue che il rendimento del ciclo in questione é:
T
= 1 _ —
e T

Punto 2:

Grazie a |1 cap. 26] sappiamo che il rendimento di una qualsiasi macchina termica (e quindi anche di una
composta da pil sotto-unita) e:

Qc

e=1-=2

Qa

Dove Q¢ ¢ il calore ceduto e Q4 il calore assorbito. Da cui:

Ty Qc,_,,

l—F=e1=1-

Ty
T == ch—u = QA2—>1 T QA1—>0 (22)

Az 2

Dove e5_,1 e lefficienza della macchina di Carnot che lavora tra le sorgenti a temperatura T e T7. L’ultimo
passaggio ¢ giustificato dal fatto che il calore che la sorgente 1 assorbe ¢ uguale a quello che cede. Analo-
gamente si ricava (semplicemente scambiando 2 e 1 con 1 e 0 nell’ equazione senza mantenere 1'ultima
uguaglianza):

Q 1 - OQ
Ci50 Ai_0
T
POiChe\, come glf\i det tO, 11 rendimenlo d]. una qualSiaSi maCChina lermica e

e—1— QCTOT QC2—»1 + QC1—»0

= e=1- (2.3)
QATOT QA2~>1 + QAIHO
Possiamo esprimere tutti i calori in funzione di Q 4,_,,, grazie alle relazioni precedentemente trovate:
T, ToT T, T T
e—1— QAZ%IT;—I_T*(IJT;QAQHI _1_ T7;+T(1)T7; _ Ty —Th
QAzal + QAzﬁxl % 1+ % T+ T
Punto 3:
Possiamo generalizzare quanto detto nell’equazione (semplicemente scambiando 2 e 1 con z e x — 1):
T:rfl 5 . .
Qcysn s = T Qa, .o 1 =QA, 1.0 » dove I'ultima uguaglianza vale solo Va > 2 (2.4)
x
Dove z deve essere compreso tra [n,1]. Adesso, se vogliamo esprimere tutti i calori in funzione di Qa, ., ,

possiamo farlo: basta utilizzare pit volte 1’ equazione con tutti i valori in [n, z] e semplificare i denominatori-
numeratori corrispondenti. Si ricava:

1
Qcm+1~>m = TiQAan—l = QAmefl
n



Da cui, riprendendo I’ equazione |2.3

=1

n—1 T; 1
. QCTOT —1_ QA2H1 Zo Ty g T; . T, —Th

e=1

QATOT QAQ_H Z;L 77:; 2711 T; B Zrll T;

E’ interessante notare come il rendimento ¢ di gran lunga inferiore a quella di un normale ciclo di Carnot tra T,

e To.

Tentativo soluzione al problema 3

Punto 1:

Orientiamo ’asse x in modo che sia parallelo alla traiettoria iniziale del punto materiale. Quando avviene il
primo impatto, la circonferenza puo essere approssimata, nei pressi del punto di impatto, come una retta nella

forma y =  + k. Dunque I'impulso & perpendicolare ad essa e avra direzione (—1,—1).

Percio possiamo impostare le seguenti:

miv;1 — 1= mivf1,x
mivpy =1
mg’l}f’gw =1

Mavf 2y =1

1 2 _ 1 2 2 1 2 2
MV = 3T ("’ﬁl,x + ”f,Ly) T 3me (”f,zz + ”f,z,y)

In questo sistema di equazioni v; 1 € la velocita che aveva il punto materiale inizialmente (orientata perfettamente
lungo asse x e uguale a vg); vf1,4,vs1,y sono le velocita dopo il primo impatto del punto materiale considerate
rispettivamente lungo l'asse © e y; vf2,Vf2, sono lo stesso ma per 'anello. I invece ¢ la componente
orizzontale/verticale dell’impulso (fortunatamente sono uguali). L’ultima equazione & invece dovuta alla

conservazione dell’energia cinetica.

Partiamo proprio da questa. Dividiamo entrambi i membri per % ems.

m
Vi1 = (V10 +vF1,) + mii (vF 2.0 + V7 2,)

Sfruttiamo il fatto che miv; 1 — I = m1vs,1,, € che mivy1,, =1 e che mavy o, =1 = Mmavy o y:

; —1\? I\? 1
o2, = (”1’”1> N () N o2
’ mi mi mims

Risolviamo i quadrati in modo da liberarci di Uz 1 e dividiamo tutto per I:

Uf m? + 1% — 2Iv; 1y 7\? 1
v = T +< >+ 21

my mimes

-2, I 1
0:“271ml+<2)+ of

mi mimso
0=1- 2vi,1m1 + I+ @21 = 2vi’1m1 =21+ 21@

ma ma

Eliminiamo il fattore 2 e applichiamo la proprieta distributiva inversa:

Ui,lmlszm:f(lw)
m

mao
1 1
vi1 =1 ( + )
mi mo

(3.1)



. I I _ .
Considerando ora che - =wvy 1,y e che - =v52,:

Vi1l = Vply T Uf2,y

Quest’equazione riguarda solo il modulo delle velocita, ma se consideriamo che il punto materiale a causa
dell’impulso orientato verso I’alto si muovera verso I’alto e che ’anello per 'impulso orientato verso il basso si
muovera verso il basso, possiamo concludere che la velocita relativa anello-punto_materiale lungo 1’asse delle y
dopo il primo impatto e la stessa che avevano lungo 'asse x prima dell’impatto.

Se consideriamo ora il fatto che I =mq(v;1 — vf1,2) € che I = mavys o, dalla si ricava:

mi(vin = Vf1) 4 M2Vr2y
my mo

Vi1 =

3

Ossias:

Vflaz = Vf2.a

11 che significa che il punto materiale ora non si muove sull’asse delle x rispetto all’anello!!! In altre parole,
siccome ora il punto materiale si muove relativamente all’anello con la velocita sull’asse delle y che aveva prima
sull’asse delle x e vice-versa, la situazione dopo l'impatto e uguale a quella prima dell’impatto ma ruotata di 90
gradi! Quindi possiamo dire che il punto materiale orbita attorno al centro geometrico dell’anello in un’orbita
quadrata! Percio, mentre il baricentro del sistema si muove in avanti di moto uniforme, il punto materiale si
muover in un’orbita quadrata all’interno dell’anello. Siccome il centro di massa si trova sempre ad una distanza
che ¢ la media pesata sulla massa delle posizioni del punto materiale e del centro geometrico dell’anello, segue
che il punto materiale & anche in orbita quadrata attorno al baricentro. Piu nello specifico, si tratta di un’orbita
con semi-diagonale mRT;L . Il momento angolare del sistema attorno al baricentro & —&™M2 g0 Tuttavia la
1+ma (m1+m2)v2
distanza baricentro-centro geometrico dell’anello e baricentro-punto materiale continua a cambiare. Pit1 nello
specifico

Punto 2:

Siccome nel punto 1 non abbiamo usato il fatto che si trattava di un anello per dimostrare che il punto materiale
ruota in un’orbita quadrata attorno al centro geometrico questo fatto rimane vero. Tuttavia, se & necessario
utilizzare il momento di inerzia dell’anello con il teorema di Steiner, bisogna tenere conto del fatto che il momento
di inerzia dell’anello ¢ meta di quello del disco.

Punto 3:

Sicuramente per 7/2 e per 7/4. (Per m/2 torna immediatamente al punto di partenza)

Soluzione al problema 4

Punto 1:

Siccome per ipotesi m < M, possiamo assumere che la guida non si muova. Inoltre, visto che possiamo dare per
vera la tesi del punto 3, ci basta verificare che non cada nel punto piu alto della guida:

2

Utop
—2 > 4.1
7 29 (4.1)

Poiche non c¢’¢ attrito e la forza normale tra la guida e il punto materiale non fa lavoro (& sempre radiale,
mentre il movimento del punto materiale & tangenziale), possiamo affermare che energia meccanica si conserva.
Dunque:

1 1
Emvg =2Rmg + §mvt20p

Da cui I'energia meccanica per unita di massa:



Y/

Figura 4.1: Immagine di theta

1 1
—vg = 2Rg + —v?

9 9 top = U(Q) - 4Rg = vt20p

Da, cui, usando la disequazione

v%—4RgEgR == 1132591% = |vg > VDgR

Percio, se vogliamo essere sicuri che completi il giro, & necessario che vy sia almeno /5gR

Punto 2:

Siccome non c¢’¢ nessuna forma d’attrito e le forze normali non fanno lavoro (quella tra la guida e il punto
materiale ¢ sempre radiale, mentre il punto si muove tangenzialmente; quella tra la guida e il piano & verticale
mentre la guida si muove orizzontalmente) possiamo assumere che ’energia si conservi. Dunque:

1 1
mvs = §mv(t)2 + iMV(t)Q + mgh(t)

Dove v(t) ¢ la velocita del punto materiale in funzione del tempo, V'(¢) € la funzione della velocita della guida in
funzione del tempo e h(t) ¢ 'altezza del punto materiale in funzione del tempo. Visto che la guida ¢ vincolata a
non staccarsi dal piano e a non rotolare, possiamo assumere che si muova sempre orizzontalmente. E’ possibile
anche imporre la conservazione della quantita di moto orizzontale:

muy = —mu(t)sin(0(t)) + MV (t)

Dove 6(t) & angolo tra orizzontale e il raggio che congiunge il centro della guida al punto materiale in un
determinato istante t. Inizialmente vale —7/2 e dopo un giro completo vale 3/27.

Si puo esprimere 6(¢) in funzione di h(t) grazie alle funzioni trigonometriche, anche se il codominio & limitato a
—/2, /2

o(t) = asin(h(t)R_R) (4.2)

Consideriamo ora l’istante in cui il punto materiale si trova in cima alla guida. Poiche possiamo supporre
la tesi del punto 3 senza averla dimostrata, possiamo dire che se la pallina non cade in quel punto riesce a
compiere un giro completo senza staccarsi dalla guida. In quell’istante 1’altezza del punto materiale e il doppio
del raggio, ossia h = 2R. Inoltre, per la definizione precedentemente data di 6(¢) esso & uguale a 7/2 quando si
trova alla sommita della guida. Dunque abbiamo tre equazioni e tre incognite. Possiamo provare a risolvere il
sistema:

%mv% = %mvgop + %MVt%p + 2mgR
muy = —Mgep SiN(Brop) + M Viop (4.3)

9top = 71'/2

Da cui, sostituendo 0qp:



{émv% = %mvfop + %MVt%p +2mgR

mMvy = —MUtop + M‘/top
Ossia:
1 1 1 m 2
imvg = 5mvtzop + §M (M(vo + vtop)) + 2Rmyg

Da cui, adoperando alcune semplificazioni algebriche (dividiamo tutto per m, moltiplichiamo per 2, semplifichiamo
un po’ il quadrato):

m
vg = Ut20p + i (vo + vtop)Q +4Rg

La condizione affinché non cada quando ¢ in cima & la Dunque, si puo sostituire vy, > VgR.
Sostituendo:

2
va > gR + % (vo + gR) +4Rg = v2 > % (vg +gR+2vm/gR) +5Rg
m m m
02 (1 - %) - 2% gRuo — %gR —5Rg >0 (4.4)

La[f4] ¢ la condizione su vy, m, M, R affinché il punto materiale faccia un giro completo senza staccarsi. Vale la
pena notare che da questa disequazione si puo ottenere un’equazione di secondo grado per ricavare la velocita
piu bassa che permette al punto materiale di fare un giro completo della guida senza mai staccarsi.

Inoltre vale la pena notare che, nel caso m < M si ottiene:

vg(l—O)—2-0\/ng0—OgR—5R920

Ossia:

vo > v/5Rg

Che ¢ quanto avevamo ottenuto nel punto 1. Questa € una verifica della correttezza della nostra idea.

Punto 3:

Affinché il punto materiale faccia un giro completo intorno alla guida & necessario che non si stacchi mai da essa,
ossia che la guida applichi sempre una forza normale al punto materiale. In un mondo senza forza di gravita
questo accadrebbe sempre. Nel nostro invece & necessario imporre la condizione: (schema in figura 4.2)

v(t)®
R

gsin(6(t)) < F,, =

Da cui, sfruttando I'equazione (siccome abbiamo un sin(asin(z)), possiamo sostituire direttamente = senza
rischiare di avere problemi per il codominio limitato a —7/2 7/2 di asin(z)):

= g(h(t) - R) < (t)’

Esprimere tutto in funzione di i potrebbe essere meglio:

g(h = R) <wv(h)* = /g(h— R) <v(h) (4.5)



-

Figura 4.2: La nostra condizione

Adesso, possiamo riprendere una versione piu generale del sistema

Lmv(t)? + LMV ()% + 2mgR

3G = 3 2
mug = —mu(t) sin(0(t)) + MV (¢)
0(t) = asin(h(tl)%_R)

imod = smo(h)? + LMV (h)* + 2mgR
muvg = —mu(h)sin(@(h)) + MV (h)
0(h) = asin(23E)

Da cui, sostituendo 6 e dividendo la prima equazione per m (pure qui visto che sostituiamo sin(asin(z)) con
non abbiamo problemi di dominio/codominio):

My (n)? +29R
=V(h)

<

>
N—

=~ N
]
\_EUI\'J\H

Sostituendo V'(h):

2
h- R) + QUOU(h)h_R> +4gR

h—R\? h—R
( ) ) —&—v(h)%TZUO—I—%Ug—&-ZlgR—vg

Applicando la

h— R\’ h—
= ( R> >+ g(h—R)EJ2vo+%v§+4gR—v3 (4.6)

> _ R I
0>g(h R)<1+M VR

R

Siccome il punto materiale non si puo staccare prima di aver raggiunto un’altezza R supponiamo che h — R > 0.
(Se non ¢ ancora ad altezza h non si puo staccare dalla guida per effetto della forza di gravita perche questa



si trova immediatamente sotto di esso. Al piu potrebbe succedere che ’energia cinetica si trasformi tutta in
energia potenziale gravitazionale e non riesca piu a salire. Tuttavia, se questo accade, sicuramente il punto
materiale non raggiungera il punto piu alto della guida, per cui possiamo assumere h — R > 0)

Ora, dimostriamo che il secondo membro aumenta all’aumentare di h. Consideriamo il primo addendo.

g(h — R) (1 + (h_RR)z)

Questo aumenta all’aumentare di h perche (h — R)? aumenta all’aumentare di h per h — R > 0 e h — R aumenta
all’aumentare di h.

Lo stesso vale per il secondo addendo:

mh—R
\/g(h — R)MTQ’UO

Esiste solo per h — R > 0 ed aumenta all’aumentare di h. Tutti gli altri addendi della sono indipendenti
da h. Se dunque non si stacca quando & in cima alla guida (in altre parole, se la & vera per il valore di h
pil alto possibile), allora sicuramente la disequazione ¢ vera anche per tutti i valori di h piu piccoli, ossia
quando non € ancora in cima alla guida o quando sta scendendo. CVD.

Vale la pena notare che un altro modo per dimostrare che per h — R >0 la aumenta all’aumentare di h
¢ derivare la e verificare che la derivata € positiva per Vh, h — R > 0. Tuttavia non ¢ necessario per una
funzione di h cosi semplice.

Soluzione al problema 5

Punto 1:

Il piano dell’orbita di un pianeta € sempre perpendicolare al vettore del momento angolare del pianeta rispetto
alla stella. Difatti il vettore distanza e il vettore velocita sono contenuti nel piano dell’orbita e il momento
angolare & per definizione il loro prodotto vettoriale. Questo & dimostrato anche in [3, proposizione 1.11]. Segue
che, se troviamo 'angolo tra il vettore del momento angolare iniziale e il vettore del momento angolare finale
troviamo 1’angolo di cui variano le due orbite.

Consideriamo l'istante in cui il sasso colpisce il pianeta. Il vettore del momento angolare del sasso € dato dal
prodotto vettoriale tra il vettore distanza stella-sasso e il vettore velocita del sasso. Nell’istante dell’impatto il
vettore distanza stella-sasso ¢ uguale al vettore distanza stella-pianeta (si sta ipotizzando che le dimensioni del
sasso e del pianeta siano trascurabili). Il vettore velocita del pianeta ¢ invece perpendicolare al vettore velocita
del sasso: i piani delle orbite sono infatti perpendicolari. Segue che il vettore del momento angolare del sasso e
perpendicolare al vettore del momento angolare del pianeta. EIPercib, possiamo calcolare I’inclinazione del nuovo
momento angolare rispetto all’originale nel seguente modo:

Lgass s
a= atan<m> = atan(%> (5.1)
Lpianeta Lpianeta
Dove l'ultima uguaglianza & giustificata dal fatto che la tangente della parabola al perielio & una retta
perpendicolare alla retta che congiunge il fuoco e il perielio (ossia lasse della parabola).

Il momento angolare di un oggetto che orbita attorno ad un altro oggetto rimane sempre costante, come
dimostrato in [3]. Dunque, se calcoliamo il momento di inerzia del pianeta al perielio, esso & lo stesso lungo
tutta lorbita. Non & necessario calcolare il prodotto vettoriale perche si tratta di vettori perpendicolari (siamo
al perielio). Da cio:

TMVsasso )

M Rv

Mnoltre, come detto in precedenza, il momento angolare & perpendicolare ai piani delle orbite dei pianeti e nel testo & detto che
questi sono perpendicolari!

o= atan( (5'2)




L’unica grandezza che non conosciamo € vg.s50. Tuttavia, sapendo che al momento dell’impatto il sasso e al
perielio e che si muove di un orbita parabolica, possiamo impostare la seguente equazione riguardante ’energia
per unita di massa (che in un’orbita parabolica & zero):

Da cui:

[ M
Usasso = 2G—
r

Mettendo 'espressione appena trovata nella

rm | M m | T
aatan(MRv 2Gr>atan<Rv 2GM>

Di quest’espressione conosciamo tutti i valori eccetto a, per cui possiamo calcolarlo.

Punto 2:

I vettori dei momenti angolari di tutti i sassi sono uguali perche viene detto nel testo (L). Poiche ogni volta
che ¢’¢ un impatto tra il pianeta e uno dei sassi avviene una somma vettoriale dei momenti angolari, possiamo
concludere che il momento angolare finale del pianeta sara:

=3

Ly=Li+L+L+.+L
| ——

n volte

Per la somma vettoriale vale la proprieta associativa, percido quest’operazione ¢ equivalente a:

Ly=Li+|L+L+..+L| =L;+nL
S —

n volte

Questa cosa ¢ equivalente alla somma vettoriale di due vettori perpendicolari. Quindi c¢i riconduciamo alla
situazione del punto 1 e possiamo utilizzare la[5.1}

_aton (™5 — tan(
« = atan Ll = atan MR’U

Dove l'ultimo passaggio e giustificato dalla conservazione del momento angolare, in modo analogo al punto 1.
Sappiamo, per quanto detto nel testo del problema, che o > 7/3.

nlL nlL M Rv
< — = —
7r/3_atan( Rv) = tan(mw/3) iE — 3 7

=N

Ossia:

o MRuvvV3
==

10



Punto 3:

Determiniamo il modulo del vettore del momento angolare del pianeta dopo che il pianeta e stato colpito da k
sassi.

Visto che ogni sasso viene lanciato con un momento angolare perpendicolare a quello che la il pianeta in quel
momento, possiamo applicare sempre il teorema di Pitagora. Dunque:

2
Lf—\/< L§+(k1)L2) + L2 =/L? +kL?

molti passaggi simili a questo

Possiamo ora applicare la per scoprire di quanto fa cambiare 1’angolo 'impatto con il k-esimo sasso:

L
o = atan ( VIR + (k- 1)L2>

Dunque, il cambio di angolo totale sara la somma di tutti i cambi di angolo:

- L
a= ;atan<\/(MRU)2 +(k— 1)L2>

Da cui:

- L
m/3< 21: atam<\/(z\mu)2 Ty 1)L2>

Considerando che arctan(z) ~ = per z < 1, possiamo ricavare:

n—1

vy

L

n n—1 L
m/3< 21: V(MRv)? + (k—1)L2 20: V(MRv)? + L%

. . . . 2
Possiamo semplificare I'espressione sostituendo (££2)” con X:

Per n molto alti, questa cosa pud essere approssimata all’integrale (ogni n & come un “pezzettino”
dell’integrale):

X4+n—1

20?2 =2(VX +n—1-VX)

YV 2dx =

X+n—1 dI X+n—1
/X Voo Jx

Procedendo le semplificazioni:

2
T/3<20VX+n+1-VX) = 71/6+VX<VX+n+1 — %+X+\/§%§X+n+1

Da cui:

w2 T
— ——1<
36+\/Y6 <n

Bisogna approssimare per eccesso. Considerano che ci interessa il numero n piu piccolo possibile:

11



ot —— 1

2 MRy m .
36 L 6 n

. \ . . . . 2 . 2
Siccome @ ¢ molto molto grande (L' < Lo), possiamo pensare di eliminare anche Iz, siccome 3z < MLR” 5

In questo modo, potremmo sottostimare n di 1, ma considerando che n deve avere un ordine di grandezza molto
grande, possiamo correre questo rischio (I’errore nel caso sarebbe trascurabile). Per lo stesso motivo, possiamo
rimuovere I'arrotondamento per eccesso e il —1.

n~MRUE
T L 6

Questo ¢ un numero di sassi circa 3.3 volte piu piccolo di quello necessario usando il metodo del punto 2.

Soluzione al problema 6

Punto 1:

La quantita di moto si conserva sempre, quindi anche in questo caso. Inoltre, poiche i fotoni vengono totalmente
riflessi, I’energia cinetica guadagnata dal granello di polvere ¢ la stessa energia che perde il fotone. Si puo
dunque dire che:

pi = —py +mv (6.1)
B, =E; + %va ’
Le formule per calcolare la quantita di moto e I’energia di un singolo fotone sono note: (2} cap. 45]
hc h
E = — —_
X PTA

Percio basta moltiplicare per il numero di fotoni:

%nNA = —%nNA + muo
%nNA = %nNA + %mvz

Da cui possiamo ricavare:

h h 1m , h h 1m 4
ynNA:XnNA_iz'U —— )\nNA:—(AnNA_2C’U>+m’U

Da cui:

2h 1
TnNA = 5%1)2 + muv

4mh
4h —m+4/m? + nN 4
0= @v2+2mv——nNA = v= ok ~5.99 - 10°m/s !!!
c e

A m
c

Questa € una velocita superiore a quella della luce. Cio significa che dobbiamo tenere conto della quantita di
moto ed energia cinetica relativistica. [1L cap. 21, eq. 23, eq. 27]

%nNA = —%nNA + ymuv
%nNA = %nNA + (v — 1)mc?

Dove ~ ¢ il coefficiente di Lorentz, che dipende dalla velocita dell’oggetto in questione: [1} cap. 21, eq. 15]

12



1
"y = —
’U2
V=
Da cio, ricavando %nN 4 dalla seconda equazione e sostituendolo nella prima equazione:

;TLNA =— <§nNA —(y- 1)mc> + ymu

Per semplificare i calcoli, cerchiamo di ricavare il coefficiente di Lorentz « invece che v. Si ottiene la
seguente:

2h 1
TnNA = ('y—l)mc—l-fymc,/l—? =(y—=1mc+mey/vy2 -1

Dividendo per mc entrambi i membri:

Per semplificare i calcoli sostituiamo il primo membro con k:
E—y4+1=v12-1 = K> +14+~72+2k—2y—2ky =72 -1

kK +2k+2

= ~ 2.60
v 21 2k

Ora possiamo ottenere v con la seguente:

1
v=cy/l—— ~ 2.77 - 10°m/s
i

Questa invece ¢ una velocita inferiore a quella della luce, quindi ¢ plausibile.

Specialmente perche ho calcolato la velocita che assumerebbe se tutta I'energia del fotone diventasse energia
cinetica relativistica del granello di polvere ed ho verificato che quest’ultima & piu grande della velocita
appena ottenuta, quindi tutto ok.

Punto 2:

E’ importante notare che il tempo nella sonda scorre piu lentamente a causa della sua alta velocita. Percio,
sebbene non ci sia moto relativo tra la sonda e il fascio di fotoni riflesso nel momento dell’impatto, ¢’¢ comunque
una sorta di “effetto Doppler”.

Piu nello specifico, sia t, il tempo che il fotone impiega a fare un oscillazione misurato da un osservatore fermo.
Siccome il tempo scorre piu lentamente per la sonda, un osservatore da li misurerebbe t;,. Vale la relazione

ty, = 7yt,, dove v € il fattore di Lorentz, calcolabile con la seguente: [1, cap. 21, eq. 15]
1
Y= >
-

Ora possiamo passare ai reciproci, ottenendo:

Da cui, considerando che la velocita in un mezzo & uguale alla lunghezza d’onda per la frequenza:
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C C

A\, = — =
’ fb fa

Y= )\a’Y
Percio, si ricava che la lunghezza d’onda che misura la sonda eé:

V
2

1 — Ysonda
o2

)\sonda =

Adesso non rimane altro che calcolare \, dal sistema [6.1] Per farlo, sfruttiamo il fatto di aver gia calcolato v
(del granello di polvere).

h h hnN
muy = 3aNg = TnNg = X = —S A~ 4.99-107

N muy — %nNA

Da cui:

Asonda = ————— a2 5.76- 10" 'm

1 _ Usonda
C2

Soluzione al problema 7

Cenni teorici e formule:

Secondo |2} eq. 29.7] lespressione della velocita di deriva é:

Secondo |2, eq. 29.11] la formula della resistivita in funzione del campo elettrico e della densita di corrente
e:

(7.2)

E
pP=—
J

Queste verranno d’ora in avanti ritenute corrette senza alcuna necessita di ulteriori dimostrazioni o citazioni da
2].

Punto 1:

In elettrostatica il campo elettrico interno di un conduttore ¢ nullo. Il campo elettrico interno del conduttore in
questione invece non € nullo. Cio significa che non ci troviamo in condizioni elettrostatiche. Percio possiamo
immaginare che il conduttore in questione sia parte di un circuito. Cio & molto comodo perche possiamo
immaginare che il “materiale conduttore non ideale” sia un resistore: in questi componenti il campo elettrico
interno ¢ costante, come richiesto dal testo.

Consideriamo la formula:

F=—¢E—at (7.3)

Possiamo immaginare che inizialmente tutti gli elettroni siano fermi. Dunque inizialmente F = —¢E. Siccome
nella formula[7.3 F & legato a —¥ (e invece dv = %dt) segue che finché F & non nullo ¥ aumenta e dunque F

diminuisce. Cio significa che prima o poi raggiungeremo le condizioni stazionarie in cui F' = 0. Allora tutti gli
elettroni avranno raggiunto una velocita massima di vy, ossia la velocita di deriva. E|

eE = —aty

20ra ache ci penso, al posto di dare tutte queste spiegazioni, avrei anche potuto dire che in tutti i resistori gli elettroni raggiungono
una velocita di deriva perche & un fatto noto.
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Figura 7.1: Immagine situazione punto 2. Le lunghezze dei vettori non sono proporzionali al loro modulo.

Considerando che la velocita degli elettroni & nella stessa direzione e verso opposto del campo elettrico, possiamo
passare ad un’espressione scalare :

el = avy
Da cui, usando l'espressione per la velocita di deriva [7.1}

j E
eE:ai:>—,= 5
en j e

¥

Dove j e la densita di corrente, e la carica elementare e n la densita elettronica. Da cio, utilizzando la formula
L2

«Q
P=

e n

Punto 2:

Consideriamo per comodita il sistema in condizioni gid stazionarie (quindi con tutti gli elettroni che si muovono
a velocitd costante). Scegliamo come asse x’ 1’asse parallelo a @ e nel suo stesso verso, come asse y' quello
parallelo a —e - ¥ % B e nel verso opposto. Siccome la risultante in condizioni stazionarie ¢ nulla, anche le
risultanti lungo gli assi sono nulle. Percio:

z' 1 eFcosh = av
y' :eEsinf = eBv

Da cio si puo ricavare:

E

Fsind =v

{6E0089 =au

Ossia:

eF cosf :agSmQ = Becosfl = asinf

2

Elevando entrambi i membri al quadrato ed usando cos? z + sin® z = 1:

B?e*(1 —sin®6) = o’sin® 0 = sin®6 (a® + B%¢®) = B¢

Da cui:

sinf =

Va2 + B%e?
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Questo ¢ uno dei due angoli che il vettore ¢’ forma con l’asse delle z, piu nello specifico il piu piccolo (quello tra
U e —F). Se invece si vuole quello con Z bisogna fare m — 6. Per ricavare J, possiamo ricavare v, e poi da quella
usare la formula (tanto U'intensita di corrente € un vettore parallelo alla velocita degli elettroni...)

Be Fe
v

E
BVa2 + B2e2 a2 + B2e2

B 0 ==
— SImmov =v
B

Da cio, con semplici relazioni trigonometriche (cos? z 4 sin? z = 1):

B2e? a?
s 2, _ 2
1 —sin 9717(12_‘_ 5 T o2 2e2fcose

p Fe « Fea
vy = vcosl = =
VaZ+ B2e2\/a? + B2e?  o? + B2e?

Da cui:

Ee*na

Jo =€NVy = —5———
z T a2 4+ B2e2

Punto 3:

Inizialmente a causa della forza magnetica gli elettroni andranno tutti sulla faccia rivolta verso l'alto (y positive).
Infatti gli elettroni scorrono in direzione —7 ed il campo magnetico ¢ in direzione Z. Da cui, se non consideriamo
il modulo ma solo direzione e verso, la legge di Lorentz ci dice che:

F=gixBx—-ex—-IxXZ=79

Comunque l'importante € che gli elettroni si accumulano su una faccia a X [ finché non generano un campo
elettrico F, che annulla 'effetto del campo magnetico B. In altre parole, dopo un po’:

evgB = E,e
Oltre al campo elettrico F,, c¢’e¢ anche il campo elettrico E generato dalla ddp AV che fa muovere gli elettroni

lungo il circuito. In condizioni stazionarie la forza che E esercita sugli elettroni e uguale alla forza frenante del
resistore awy, infatti le altre due forze si bilanciano ed ¢ come se “non esistessero”:

Fe = auy

Sostituiamo dalle ultime due formule la velocita di deriva con la formula [T.1}

Bj = E,en
Ee?n = aj

Isoliamo in entrambe j:

j — EnBen

j _ Ee;zn
Il campo elettrico totale & E, + E, che ha per modulo / E2 + E?. Utilizzando la formula su entrambe le
equazioni possiamo ottenere:
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VE2+ E?
FE,en
B

VE2+ E?
Ee’n

«

p:

p:

Siccome possiamo ricavare E dalla ddp ai capi del resistore e la lunghezza di quest’ultimo, questo & un sistema
con due equazioni e due incognite: E,, e p.

B\/E2 + E?

FE,en

a\/w

Ee2n

p:

p:

Isolando E,, dalla seconda equazione si ricava:

2
() =,
«

Da cui, sostituendo nella primas:

B (pEezn)2

en (pEezn) — E?

[e3%

p:

[ V)

Sistemando la radice al numeratore:

B (pEe2n>

2
2
en pEs ") — E?

Q

p:

Dividendo numeratore e denominatore per E:

B (peQn

p= 5
en (”62") -1

Q
—

[e3

Moltiplicando numeratore e denominatore per « e dividendo per en:

Bpe
p= R
1/ (pe?n)” — a2

Dividendo entrambi i membri per p:

\/ (pe2n)® — a2 = Be
pe’n = v/ B2e? 4+ o2
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R /B2¢2 + o2
P= e’n
Dunque la resistenza equivalente del circuito (ossia la resistenza del resistore visto che ¢ 'unico componente del
circuito) dopo molto tempo che & stato acceso ¢ (in base alla seconda legge di Ohm):

VB2 +a? i

R
e2n ab

E’ molto interessante come la resistenza non dipenda dalla ddp applicata agli estremi del materiale. Quindi
il materiale, in queste condizioni, si comporta comunque come un resistore ohmico.

Nel nostro conduttore ci sono due facce a x [ tra le quali ¢ presente una ddp. Infatti su una si accumulano tutti
gli elettroni che generano il campo F,. E’ quindi come se avessimo un condensatore a facce piane parallele: gli
elettroni non possono andare da una faccia all’altra perche anche se lo facessero E,, diminuirebbe e verrebbero
sostituiti da altri elettroni. Percio possiamo applicare la formula per il campo elettrico in un condensatore a
facce piane parallele.

o
E,=— = oc=F,¢
€

Dove ¢ ¢ il coefficiente dielettrico del materiale in questione, ottenibile con £ge,.. Se supponiamo che ¢, = 1
(come detto da segreteria.stagefisica@sns.it), e = £9. Dunque:

g = Enffo

Percio, dobbiamo ricavare F,, dalle formule precedenti. Sfruttiamo il fatto di aver gia calcolato p.

B2+ a? ayE:+E?
ot = Ev/B?e?2+ a2 =ay\/E2+ E?

e2n Ee2n

E? 1
= — (B +d*)-FE*=E, = E\/Q(B262+a2)—1=En
« «

Da cui:
E% =F,
«
Da cui:
B
g = E‘EQ*6
a
AV Be
= 7.4
7 lo £0 (7-4)

Che e la densita di carica superficiale del conduttore. Possiamo ignorare le facce | X b e a x b perche sono piccole,
quindi anche se non hanno carica superficiale cio e trascurabile nel calcolo della densita di carica superficiale
totale. Se invece della densita di carica superficiale vogliamo la densita di carica volumetrica, basta fare:

B 2la - o 72AVBe
Pe="Tab ~ “ lba

€0

Infatti ci sono due fasce a x [ con densita superficiale o. Le cariche della corrente possono essere trascurate nel
calcolo della densita di carica volumetrica perche quelle che entrano sono le stesse che escono, quindi la carica
totale del resistore rimane nulla (ammesso che fosse nulla all’inizio).
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La densita di corrente si puo calcolare con la formuletta:

AV
Ay v B%e2 +a? |
) = - - - 2
j:i:E: 62TL ab: AV _ AV@?’L
A ab ab v B2e2 +a21 1vVB2e2 + o2
e2n

. AVe?n
T B a2

Bl

Punto 4:

Visto che il materiale conduttore in questione ha due facce cariche piane parallele, & come se fosse un condensatore
a facce piane parallele. L’energia potenziale di un condensatore di questo tipo e:

1@

1
= _CAV? =
UQCV 50

Visto che conosciamo la capacita di un condensatore a facce piane parallele e che la quantita di carica depositata
¢ Ao e che sappiamo che ¢, = 1:

Da cui, sostituendo o da [7-4}

1 B2e2 AV?

U=geo—g —pAd

Da cui, considerando che la distanza tra le piastre ¢ b e che 'area delle piastre ¢ la:

U:*EO I

2

1 (BeAV>2 ab

(67

Soluzione al problema 8

Come prima cosa viene da domandarsi se ¢’e¢ sempre una parte dell’acqua che non entra, oppure se I’acqua entra
sempre tutta, oppure se fino ad un certo punto ne entra solo una parte e poi entra tutta.

Siccome il contenitore ha una massa trascurabile e “un meccanismo ignoto esercita sul contenitore una forza
diretta verso l’alto, di modulo uguale alla quantita di moto che ’acqua in caduta trasferisce al contenitore
nell’unita di tempo. Inoltre il riempimento e sufficientemente lento da poter considerare il contenitore, in ogni
istante, nella sua posizione di equilibrio idrostatico”, possiamo dire che il livello dell’acqua nel contenitore &
sempre uguale a quello dell’acqua nella vasca (inoltre siccome la vasca ¢ molto grande si pud considerare nullo
Iinnalzamento d’acqua di quest’ultima). Percid possiamo dire che I’altezza del coperchio rispetto al livello
dell’acqua & sempre H meno il livello dell’acqua nel contenitore (misurato dal fondo). Percio inizialmente il
coperchio si trova H' — H metri sotto al rubinetto; mentre quando & pieno si trova a H’ metri sotto al rubinetto.
Cerchiamo ora di scoprire a che distanza dal rubinetto il raggio del flusso d’acqua diventa inferiore a quello del
foro. Se questa distanza ¢ inferiore a H' — H entra sempre tutta 'acqua, se ¢ compresa tra H' — H e H' fino ad
un certo punto l'acqua non entra tutta e poi entra tutta, se ¢ superiore a H’ non entra mai tutta ’acqua.

Si sfrutti il fatto che la portata non cambia lungo tutto il flusso d’acqua:

Sovo = Spvp = 7rlvy = TR%vR

3Quando avevo gi risolto questo problema ho scoperto che questa situazione ¢ nota come effetto Hall
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vR € ignota, ma puo essere ricavata dalla conservazione dell’energia per unita di massa. (Usando un metodo
simile a quello di 3 par. 1.3.4]. Il concetto di energia per unita di massa ha senso per un qualsiasi insieme di
particelle molto piccole aventi tutte la stessa massa e la stessa energia, come le molecole d’acqua in questo caso).

A

1 1
ivg—kdg:ﬁvfz = /v? +2dg =vgr

Da cui:

4 2
r v
1) =y
R4 29
Che da d =~ 4.63m. Dunque fino ad un certo punto entra solo parte dell’acqua, poi entra tutta. Quindi finché la
distanza h del coperchio dal rubinetto & tale che H' — H < h < d c¢’¢ una perdita d’acqua. Visto che R rimane

costante e possiamo calcolare la velocita con cui 'acqua arriva al buco in funzione di h, possiamo calcolare la
portata con cui 'acqua entra in funzione di h.

Q(h) =7R* - \/v}+2hg seH —H<h<d

Se h non ¢ in quel range non c’¢ perdita d’acqua, quindi entra tutta.

Q(h) = 7riv sed<h<H'

Dunque abbiamo per Q(h) la seguente funzione definita a tratti:

Q(h)_{ﬁR2~\/v(2)+2hg sese H —H < h<d

v sed<h< H'

Non ci interessa definire bene il comportamento quando h = d, H', H' — H perche tanto ci rimane per un tempo
infinitesimo. Sia t. I'istante in cui 'acqua smette di traboccare dal buco. Se 0 < t < t. possiamo impostare la
seguente:

f(f mR?\/v3 + 2gh(T)dr

ht)=H — H+ o

Infatti inizialmente il coperchio si trova ad una distanza H’ — H dal rubinetto, poi, man mano che il contenitore

si riempie, scende di 7‘3&2 La portata in entrata e la derivata del volume rispetto al tempo, da cio segue quanto

detto nella precedente equazione differenziale. Semplifichiamo un po’:

2t
h(t):H’—H—i—%/ \/v8 + 2gh(T) dr
0

Deriviamo entrambi i membri rispetto al tempo:

dh(t) R* [ -~

Cerchiamo di tenere tutti gli h(¢) da una parte e tutti i dt dall’altra:

4Ora che ci penso avrei potuto utilizzare pitt semplicemente P’accelerazione gravitazionale g
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dh(t) R’

VUi + 2gh(t) T R?

Abbiamo quindi ottenuto una relazione tra un piccolo cambiamento del valore h (che ¢ una funzione che
dipende da t) e un piccolo cambiamento del valore ¢. Se integriamo dalla situazione iniziale (in cui avevamo
t =0,h = H' — H) alla situazione finale (in cui avevamo ¢ = t., h = d) otteniamo qualcosa di sensato.

[y,

H —H \/vg + 2gh(t) R [y

Per l'integrale a sinistra possiamo adoperare la sostituzione f(h) = v3 + 2gh. Vale che dh(t) = df/2g. Da
cio:

1) )

R te R2
N

/f(d) %:i f(d) df _ 1
sa-m T 29 Jyw—m VI 29

f(H'—H)

Con alcune semplificazioni algebriche e risolvendo gli integrali:

1 R?
2/uf +20h = <\/v3 +29d —\Jv3 + 29(H' H)) = ot

1 R?

d
1

29

H —

R?1
g <\/113 +2gd — \/v3 + 2g(H' — H)) =t~ 131s (8.1)

Dunque il coperchio per scendere da H a H' — d ci impiega circa 131 secondi. Il tempo che ci impiega a scendere

da H' —d a 0 pud essere calcolato in modo molto pitt semplice poiche la portata & costante e acqua entra
tutta:

TR?(H' — d) = mruots
Da cui:

R?H —d
ﬁ Vo

=ty =~ 370s

Quindji, il tempo totale che ci impiega & |t. 4+ t2 ~ 5.0 - 10%s ‘ (Ho tenuto 2 cifre significative nei risultati perche

la maggior parte delle misure avevano 2 cifre significative).

L’approssimazione sui tempi citata nel testo del problema & giustificabile per il seguente motivo: dat =0 a
t = t. il cilindro scende molto lentamente, mentre ’acqua ci impiega una frazione di secondo a raggiungere il
fondo (in prossimita della superficie della vasca la velocita dell’acqua e di circa 10 m/s). Quindi, anche se in un
determinato istante 0 < t’ < t. sovrastimiamo di un po’ ’acqua presente nel cilindro, otteniamo per il coperchio
laltezza sul livello dell’acqua che avrebbe in un istante ¢’ + 6t non troppo diverso da ¢'. Si consideri infatti la
funzione inversa della 8.1l Essa ¢ nella forma:

2 2
(te8 + /R + 29T — ) —f
29

=d

2
Siccome % < 1 Possiamo considerare piccole variazioni di ¢’ trascurabili.

Dopo t. invece la portata diventa costante, percio non sbagliamo mai a calcolarla. Inoltre, verso la fine, quando
il coperchio raggiunge il livello dell’acqua, e effettivamente vero che il tempo che ci impiega dal rubinetto a
raggiungere il livello dell’acqua ¢ lo stesso che ci impiega dal rubinetto a raggiungere il coperchio.
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Percid questa €& una buona approssimazione, specialmente considerando che teniamo solo 2 cifre
significative.

Soluzione al problema 9

Punto 1:

La scatola e soggetta a due forze. Una & F , Paltra e la risultante della pressione su tutte le facce interne della
scatola. Il sistema e simmetrico rispetto alla retta parallela al vettore ¢y passante per il centro del parallelepipedo.
Dunque la risultante della pressione su tutte le facce non perpendicolari alla direzione del movimento ¢ 0: infatti
si puo affermare per simmetria che la pressione su una qualsiasi faccia ¢ la stessa sulla faccia opposta. Dunque il
gas puo esercitare sulla scatola solo forze parallele a vjy. Segue per il principio di azione-reazione che la scatola
esercita sul gas solo forze parallele a . EI

Dunque vale la seguente:

—

F, = ma (9.1)

Dove F), e la forza che la scatola esercita sul gas e @ e 'accelerazione del gas. Siccome scatola e gas si muovono
assieme e vale il principio di azione-reazione, possiamo dire che:

F—F,=Ma
Da cui:
F—mi=Mad — F=(m+M)d
Da cui:
- _F
m+ M

Abbiamo dunque ottenuto l'accelerazione a cui vengono sottoposti scatola e gas. E’ importante notare che
questo sistema in accelerazione e equivalente ad un sistema dove la scatola & ferma ma si trova in un campo

gravitazionale con accelerazione di gravita MLM Se il gas fosse incomprimibile o L fosse di piccole dimensioni
si potrebbe applicare la legge di Stevino:
p(z) = po + pz (9.2)

m+ M

Tuttavia, visto che queste assunzioni non sono fatte nel testo, non possiamo farle. Consideriamo ora un sottile
strato piano di gas contenuto nella scatola, anch’esso perpendicolare a ¥y e di spessore dz. Nel sistema non sono
presenti forze che non siano parallele a vy, dunque la pressione all’interno dello “strato” deve essere costante,
altrimenti non ci sarebbe nessuna forza ad impedirgli di compensarsi. Sappiamo che la forza esercitata da tutto
il gas che sta davanti su questo strato & Sp(x + dzx), mentre quella tutto il gas che gli sta dietro esercita su
questo strato ¢ Sp(z). Il gas (come tutta la scatola) sta decelerando, quindi segue che:

Sp(x + dx) > Sp(z)
Dunque, applicando F' = ma

F

Sp(x + dx) — Sp(x) = mdzm

(9.3)

Dove mg, ¢ la massa dello strato sottile. Se dividiamo ambo i membri per Sdz, ossia il volume dello strato
sottile, otteniamo:

5Si potrebbe dedurre questo risultato anche dalla e dal fatto che @ e F' hanno la stessa direzione
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plx+dx) —p(x) dp _ r
dx 7dx7p(x)m+M

(9.4)

Per risolvere quest’equazione differenziale ci serve qualche altra informazione. Proviamo con la legge di stato dei
gas:

pV =nRT
Possiamo calcolare n con mg, /p:
pV = 2 pp
1

Visto che nella [9.3| ci siamo liberati da mg; dividendo per il volume, proviamo a fare la stessa cosa:

RT
p=plz)— (9.5)
1
Dunque possiamo sostituire nella [0.4] la relazione appena trovata:
dp pF dp _ p F
— =p— = — = — d
de PRTm+ M »  RTm+M™
Integrando ambo i membri:
po D o RTm+ M RTm+ M
Dove pg ¢ la pressione dove z = 0. Da cui:
poF p@) _ p F
np(@) —Inlpo) = o= p® = WS = pr
Elevando alla e:
uFx
p@) _ RT(m+ M)
Po
Da cui:
RT(m+ M
p(z) = poe ( ) (9.6)

Vale la pena notare che per x che tende a zero la[0.6] ¢ equivalente a:

popF

T)=py+ ———2x
P(&) = Po+ B a0
Questa & simile alla legge di Stevino ({9.2)), che & proprio quanto ci aspetteremmo per una funzione che
descrive la pressione. Infatti per altezze non ragguardevoli, si puo applicare Stevino anche ai gas. Cio
conferma la correttezza del ragionamento fin qui svolto.
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Non ci resta che ricavare py. Riprendiamo la

—

.
F,=ma
Da cui, visto che devono essere nella stessa direzione e conosciamo 1’espressione di a:

m
F:
P m+ M

Da cui, siccome Fj, ¢ uguale alla differenza della forza esercitata dalla faccia anteriore sul gas meno quella che la
faccia posteriore esercita sul gas:

m
S(p(L) —po) = m+ M
Sostituendo:
RT'(m+ M m
S | poe ( ) — Po :FerM
Ossiaz:
RT(m+ M m
Spo ( ! e Fm + M
Da cui:
FmTJW

Dunque, segue che:

s (wrteem)
F-n RT M
p(x) — m—+ M e (m + )
RT M
ge\FLm+M) ) o
Semplifichiamo un po’:
Fm uFx
S(m+ M) RT(m+ M)
p(z) = e

uF

Oppure, sostituendo k = m:

(9.7)




La pressione ¢ indipendente dal tempo, eccetto negli istanti iniziale e finale, per il seguente motivo. Nell’istante
iniziale, quando la pressione & uguale in tutta la scatola e la forza F comincia a venir applicata alla scatola,
avviene una migrazione di atomi del gas verso la faccia su cui € applicata la forza. Questo perche, per il principio
di inerzia, gli atomi tendono ad “andare avanti” nonostante la forza F'. L’unica cosa che impedisce a tutti gli
atomi di “schiacciarsi” sulla faccia su cui e applicata F & che la pressione crea velocemente una forza opposta
che annulla la forza apparente dovuta alla decelerazione in tutti i punti del gas. Si raggiunge dunque molto
velocemente un comportamento asintotico. Un’argomentazione simile si puo fare per 'istante finale.

Un altra giustificazione e che un sistema che decelera e caratterizzato da una forza per unita di massa apparente.
Questa forza presenta molte analogie con la forza di gravita: su un pianeta come la terra la pressione atmosferica
non varia in base al tempo ﬂ!!

Punto 2:

Una volta che cessa F la scatola e il gas sono fermi, dunque il centro di massa del sistema non si sposta piu (non
vengono infatti pitt applicate forze esterne). Tuttavia il centro di massa del gas si sposta perche la pressione
diventa costante in tutta la scatola, percio si deve spostare anche il centro di massa della scatola per compensare.
Per scoprire di quanto si sposta la scatola dopo che la forza F cessa, dobbiamo impostare la seguente:

/OLp(x)Sd:r-x+§M <§+X> (m+ M)

Dove nell’integrale p(x)Sdz & la densita per il volume (quindi la massa) e z & la distanza. Da cid, sfruttando la

9.0l

L
u L L
L fu=(%Z
S/o RTp(x)xdx+ 2M <2 +X> (m+ M)

Applicando la

L kx
wF e L. (L
mRT(m+M)/0 kL 1xdm+2M—<2+X)(m+M)

Integrando e sostituendo k:

LeFL 1 L L
k{ ————— — — —M=(=4+X M
i (i ~3m) 54 = (5 ) e an
Da cui:
LekL 1 L L
—_— —M=|=+X M
m<ekL—1 k)+2 <2+ )(m+ )
Da cui:

kL
(el’élef—l —%)m—&—%M L

X
m+ M 2

Ora che sappiamo di quanto si sposta il centro geometrico della scatola una volta che la forza F smette di agire,
scopriamo quanto si sposta mentre la forza F' agisce. Bisogna imporre ’equazione del moto uniformemente
accelerato e sfruttare il fatto che Av = at per determinare l'istante in cui il sistema si ferma.

F
Ozvo—m+Mt

— 1_F 42
{D =vot — 5myarty

Da cui:

6se si trascurano le stagioni e il meteo e il riscaldamento globale
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D_Uvo(m—i—M)_l F vo(m + M)\
-0 F 2m+ M F

m+M 1m+M I1m+M
D=vi—p— 5 F %=g5 5 %

Da cui la distanza percorsa dall’istante ¢ = 0:

Lett 1\, 4 Lay
D Im+M 2 L1 T k)T 3 L & uF

ot = = - — conk= ———
tt =97 m+ M 2 RT(m + M)

Soluzione al problema 10

Punto 1:

moli = n
volume = SL moli = n
temperatura = T volume = SL

. . temperatura = 77
Posso ricavare la pressione

moli = n
volume = SL
. B mg
pressione = po + S—L moli = n
Posso ricavare la temperatura temperatura = T}

moli = n
volume = SL
Lo 2mg
pressione = pg + SL moli = n
Posso ricavare la temperatura temperatura = 7y

Figura 10.1: La situazione iniziale e finale

L’energia interna finale & uguale all’energia interna iniziale piu la perdita di energia potenziale gravitazionale del
pistone piu basso, poiche il cilindro ha pareti isolanti. Percio:

9 3 3 3 Vi, SL
5nRT1 = SnRTo + ZnRTo, + 5nRTos + < Ll )

S S

Dove Tp,1 ¢ la temperatura iniziale della sezione centrale, Ty 2 € la temperatura iniziale della sezione inferiore e
Vi1 € il volume finale della sezione centrale. L’ultimo addendo é il cambio di energia potenziale gravitazionale
del secondo pistone. Considerando la legge di stato dei gas e il fatto che nella situazione iniziale il volume di
ciascuna sezione e SL:

9 3 3 3 Vi
—nRTy = =SL -SL -SL ~ —L
gt = 55Lpo + 52 P01 + 52 1P0.2 + ( g ) mg

Adesso dobbiamo considerare che, nella situazione iniziale, la pressione nella sezione centrale € uguale a quella
nella sezione superiore piu il peso per unita di superficie del primo pistone. La pressione nella sezione inferiore
invece e la pressione nella sezione centrale piu il peso per unita di superficie del secondo pistone. Ossia:

m

g mg 2mg
Po,1 = Ppo + g -

5 =po+

S (10.1)

Po,2 = Po,1 +
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Unendo all’espressione precedente:

9 -9 9mg Vi
inRTl = 551470 + 5?511 + < 5 L) myg
Da cui, sostituendo SLpy = nRTj:
9 9 9 Via

Da cui:

9 9 9
inRTl — §nRTO = imgL + Vl,l% —mgL

(10.2)

Serve dunque un modo per esprimere V;; in funzione di quantitad note. Possiamo innanzitutto affermare

che:

Vii+ Vig =2SL

(10.3)

Dove V; ; e il volume della sezione centrale e V; 5 € il volume della sezione inferiore nella situazione finale. Se

riprendiamo la [10.1] e usiamo la legge di stato dei gas:

nRTy mg nRT

Via S Vie
Da cui, grazie alla [10.3}

nRT) mg nRT;

Vi, ©§ T 2sn-w,

Adesso, con alcune semplificazioni algebriche, possiamo esprimere V; ; in funzione di tutto il resto.

nRTL(2SL — Vi1) + %VM(?SL —Vi1) = nRT\Vi4

2nRTy(SL — Vi 1) + %Vl,l(%% —Vi1)=0

mg

S

mg

2nRT1SL — 2nRTh\Vi 1 + S

Via2SL — —=V¢ =0

0= %Vfl +2(nRTy —mgL)Vi 1 —2nRT1SL

Da cui:

v mgL —nRTy + \/(nRTy — mgL)? 4+ 2nRT\SL™
1.1 = g
5

Scegliamo il pitt perche il volume nella sezione centrale ¢ maggiore a quello della sezione inferiore.

mgL — nRTy + /n2R2T} — m2g2L2
mg
S

Vig=

Ora possiamo ricavare con la

gnRTl — gnRTO = gmgL +mgL —nRTy + \/n?R2T? — m2g2L2 — mgL
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Da cui, semplificando:

m292L2)%

9 9 9

Secondo il testo del problema, dobbiamo utilizzare I’approssimazione di Taylor del second’ordine:

+

9 9 9 1m2¢2L? 31— 1)y mig*LA
“nRT) — -nRTy = =mgL — nRT, +nRT; (1 — = 2 2
gt T gnitto = gmgh = nivh + nivh ( 2 n2R2T? 2 nAR'I}

Semplificando:

9 9 9 1m?2g2L? 1mig*L?*
2nRT, — “nRTy = > _ 1
R Mk 2 nRT, Sn3RT}

Se teniamo 1'ultimo addendo (che & molto piccolo) esce un’equazione di quarto grado molto complessa, per la
quale non esiste una formula chiusa. Percio, in virtu del fatto che nRTy, nRT, > Lgm:

9 9 9mgL 1 m2g2L?
ST _ITyTy = - -
271 T 270 T o R T T 2 p2R2
L 1 2 2L2
R Py T L

nR 9 n?R?

Da cui:

2 24272
To+":f,§+\/(To+":f;) + § ier

T = 5

Che ¢ l'espressione piu precisa che possiamo ottenere senza utilizzare termini di grado molto alto/basso.

Tentativo punto 2:

Possiamo procedere in maniera analoga al punto 1.

N-1

1
3 . 3n Vl,kfl mg

Da cui:

1
3 3 TR o Vig1\ [ _mg
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